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CHƯƠNG 4. LÝ THUYẾT TRƯỜNG 

GIỚI THIỆU 

Trong vật lý, đặc biệt trong kỹ thuật thường gặp khái niệm trường: Trường nhiệt độ, từ 
trường, điện trường,.... Khái niệm trường trong toán học là tổng quát hoá các trường hợp cụ thể 
đó. Miền 3Ω∈  xác định một trường vô hướng u(x,y,z) nếu tại mọi điểm Ω∈),,( zyxM  đều xác 
định đại lượng vô hướng  u(M). Chẳng hạn trường nhiệt độ là một trường vô hướng. Vậy đặc 
trưng của trường vô hướng là một hàm vô hướng. Miền 3Ω∈  xác định một trường véctơ 

),,( zyxF nếu tại mọi điểm Ω∈),,( zyxM  đều xác định đại lượng véctơ: 

),,().,,().,,().,,(),,( RQPkzyxRjzyxQizyxPzyxF =++=  

Chẳng hạn từ trường là một trường véc tơ. Vậy đặc trưng của trường véctơ là một hàm 
véctơ. Một trường véctơ xác định khi biết ba thành phần của véctơ đặc trưng cho trường đó: 

),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP , tức là biết ba trường vô hướng. Từ nay về sau ta dùng các ký 

hiệu: ),,( zyxr =  thay cho M0 , trong đó M có toạ độ (x,y,z), ),,( dzdydxrd =  

),,( dxdydzdxdydzSd = . 

Để học tốt chương này, người học cần thông thạo phép tính vi tích phân hàm nhiều biến. 
Trong chương này, yêu cầu nắm vững các nội dung chính sau đây: 
1. Các đặc trưng của trường vô hướng. 

Mặt mức, Građiên và ý nghĩa vật lí của các đại lượng đó. 
2. Các đặc trưng của trường véctơ. 

Đường dòng, thông lượng, độ phân kì, hoàn lưu, véctơ xoáy và ý nghĩa vật lí của các đại 
lượng đó. 

3. Các trường đặc biệt 
Điều kiện nhận biết và tính chất của các trường đặc biệt: trường ống, trường điều hoà, 

trường thế. 

NỘI DUNG 

4.1. Các đặc trưng của trường vô hướng 

4.1.1. Mặt mức 

Cho trường vô hướng u(x,y,z), Ω∈),,( zyx . Tập các điểm Ω∈),,( zyx  thoả mãn phương 
trình:                        Czyxu =),,( , C là hằng số                                        (4.1) 
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gọi là mặt mức của trường vô hướng ứng với giá trị C. Rõ ràng các mặt mức khác nhau (các giá trị 
C khác nhau) không giao nhau và miền Ω  bị phủ kín bởi các mặt mức. Nếu 2Ω⊂  thì ta có khái 
niệm đường mức (đường đẳng trị) cho bởi phương trình: 

    Cyxu =),(  

Chẳng hạn, một điện tích q đặt ở gốc toạ độ gây nên một trường điện thế  

222

1),,(
Ryx

zyxu
++

= . Khi đó mặt mức có phương trình: C
zyx

q
=

++ 222
 

 hay   2
2

2
222 R

C
qzyx ==++ . Đó là các mặt cầu đồng tâm 0. 

4.1.2.Građiên  (Gradient) 

Cho trường vô hướng Ω∈= ),,(),,,( zyxzyxuu  và ),,( zyxu  khả vi trên Ω . Khi đó        

Ω∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ),,(,,,),,( zyx
x
u

y
u

x
uzyxgradu .                                             (4.2)                    

(Xem mục 1.2.8,Chương 1.) Vậy một trường vô hướng ),,( zyxu đã sinh ra một trường véctơ 
),,( zyxgradu .  

Từ tính chất của phép tính đạo hàm, ta có các tính chất sau đây của Građiên  
              graduugrad λλ =)(  , λ  là hằng số. 

  
gradvugraduvvugrad

gradvgraduvugrad
..).(

)(
+=
+=+

      

              2
u 1grad (vgradu ugradv)
v v
= − ,  nếu 0≠v   

   gradf (u) f '(u)gradu.=  

4.2. Các đặc trưng của trường véctơ 

4.2.1. Đường dòng 

Cho trường véctơ kzyxRjzyxQizyxPMF ),,().,,(),,()( ++= , Ω∈),,( zyx . Đường 

cong Ω⊂C  gọi là đường dòng của trường véctơ )(MF nếu tại mỗi điểm M trên đường cong C, 

tiếp tuyến của C tại đó có cùng phương với véctơ )(MF . Chẳng hạn các đường sức trong từ 
trường hoặc điện trường là các đường dòng. Nếu đường dòng có phương trình :   

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

 

và P,Q,R là các thành phần của 
→
F thì ta có hệ thức: 
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),,(

)('
),,(

)('
),,(

)('
zyxR

tz
zyxQ

ty
zyxP

tx
==         (4.3) 

Gọi (4.3) là hệ phương trình vi phân của họ đường dòng của trường véctơ ),,( zyxF . 

Chẳng hạn một điện tích q đặt tại gốc toạ độ tạo ra một điện trường E , theo định luật 
Culông thì : 

  
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++++

==

2
3

2222
3

2222
3

222
3

)(

,

)(

,

)(

.

zyx

qz

zyx

qy

zyx

qx

r

rqE   

Khi đó hệ phương trình vi phân của họ đường dòng là : 

   
z

dz
y

dy
x

dx
==  

Để giải hệ phương trình này, bạn đọc có thể xem trong [ ] [ ]2 , 6 . Kết quả họ đường dòng       

( trong vật lí, thường gọi là các đường sức) cho bởi phương trình : 

  tkztkytkx 321 ,, === ,  321 ,, kkk  là các hằng số tuỳ ý. 

Đó là họ đường thẳng đi qua gốc toạ độ. 

4.2.2. Thông lượng của trường véctơ 

Trong mục 3.6.2 ta đã đưa ra định nghĩa thông lượng của trường véctơ ),,( zyxF  qua mặt 
cong định hướng S xác định theo công thức (3.35) : 

   ∫∫∫∫∫∫ =++==Φ
SSS

SdFRdxdyQdzdxPdydzdSnF ...  (4.4) 

Trong đó )cos,cos,(cos γβαn  là véctơ đơn vị của véctơ pháp tuyến của mặt S được định 

hướng, P, Q, R là các thành phần của F .  

4.2.3. Đive (Divergence, độ phân kỳ) 

Ta gọi độ phân kỳ hay gọi tắt là dive của trường véctơ ),,( zyxF  tại điểm M(x,y,z) là đại 

lượng vô hướng, ký hiệu ),,( zyxFdiv , xác định theo công thức : 

     
z
R

y
Q

x
PzyxFdiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=),,(        (4.5) 

Vậy một trường véctơ F  đã sinh ra một trường vô hướng Fdiv . 

Nếu miền Ω⊂V có biên là S thì công thức Gauss –Ostrogradski (3.42) có dạng : 

   dxdydzzyxFdivdSnF
VS

),,(.. ∫∫∫∫∫ =                    (4.6) 
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Nghĩa là thông lượng của trường véctơ F  qua phía ngoài mặt S bao miền V bằng tổng độ 
phân kỳ tại tất cả các điểm trong miền V của trường véctơ. Theo ý nghĩa cơ học của tích phân bội 

ba, suy ra ),,( zyxFdiv  chính là mật độ thông lượng tại điểm M(x,y,z) của trường. Từ ý nghĩa vật 
lý của trường vận tốc ta thấy thông lượng của trường vận tốc qua mặt kín S ra phía ngoài là hiệu 
của lượng vật chất từ trong chảy ra và từ ngoài vào qua S (chẳng hạn lượng nước). Nếu thông 
lượng 0>Φ , từ ý nghĩa vật lý, cũng như từ tính chất của tích phân ta thấy trong miền V bao bởi S 

phải có điểm nguồn. Chính vì thế ta gọi M là điểm nguồn của trường nếu 0)( >MFdiv , ngược 

lại nếu 0)( <MFdiv  thì M là điểm hút. 

4.2.4. Hoàn lưu 

Cho trường véctơ ),,(),,( RQPzyxF =  và một đường cong  L trong trường véctơ. Ta gọi :  

   ∫ ∫
→→

=++=
L L

rdFRdzQdyPdxC      (4.7) 

là hoàn lưu hay lưu số của trường ),,( zyxF  theo đường cong L. Theo ý nghĩa cơ học của tích 

phân đường loại hai ta thấy nếu ),,( zyxF  là trường lực thì hoàn lưu của nó theo L là công do lực 

),,( zyxF  sinh ra khi vật di chuyển dọc theo L. 

4.2.5. Rôta (Rotation,Véc tơ xoáy) 

Cho trường véctơ ),,(),,( RQPzyxF = , véctơ xoáy của trường, ký hiệu là Frot , xác định 
theo công thức : 

  

R Q P R Q ProtF i j k
y z z x x y

i j k

        
x y z
P Q R

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
=
∂ ∂ ∂

    (4.8) 

Vậy một trường véctơ F  đã sinh ra một trường véctơ ),,(F zyxrot . 

Giả sử có mặt cong S trong trường được định hướng và biên của nó là đường L trơn từng 
khúc. Khi đó công thức Stokes (3.39) có dạng : 

  . F. . F.
L S S

F d r rot n dS rot d S
→ →

= =∫ ∫∫ ∫∫     (4.9) 

Nghĩa là hoàn lưu của trường véctơ F dọc theo chu tuyến L của mặt cong S chính bằng 
thông lượng của véctơ xoáy qua mặt cong S của trường. 



 

 

 

 

 

 

 

Chương 4. Lý thuyết trường 

 105

Từ ý nghĩa cơ học, ta thấy .
L

F d r
→ →

∫  là công của trường lực ),,( zyxF khi di chuyển dọc 

theo L. Nếu L là đường cong kín thì công sinh ra thường bằng không vì công sản ra trên phần 
”thuận chiều ” của đường cong kín L cân bằng với công sản ra trên phần ”ngược chiều”, nếu 

không có ”xoáy” ( 0F =rot ). Do đó, từ công thức Stokes ta thấy hoàn lưu theo chu tuyến kín L 
đặc trung cho tính xoáy của trường trên mặt S có chu tuyến L, nói cách khác là tính chất ”xoáy” 

của trường theo chu tuyến đó. Do đó, nếu 0)(F ≠Mrot  ta nói rằng M là điểm xoáy của trường và 

0)(F =Mrot  ta nói rằng M là điểm không xoáy. 

4.3. Một số trường đặc biệt. 

4.3.1. Trường thế 

a. Định nghĩa : Trường véctơ )(MF gọi là trường thế nếu tồn tại một trường vô hướng 
)(Mu sao cho :  

   VMMgraduMF ∈∀= ),()(      (4.10) 

Khi đó hàm )(Mu được gọi là hàm thế hay hàm thế vị của trường )(MF , còn 
)()( MuMV −=  gọi là thế năng của trường. 

Giả sử ),,()( RQPMF =  là trường thế với hàm thế là )(Mu .  

Khi đó 
z
uR

y
uQ

x
uP

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

= ,, ,  tức là : RdzQdyPdxdu ++=   nghĩa là 

RdzQdyPdx ++  là vi phân toàn phần của hàm )(Mu . 

b. Tính chất : Xuất phát từ định lý bốn mệnh đề tương đương (mục 3.4,Chương3.), suy ra : 

1.  Để trường )(MF là trường thế, điều kiện cần và đủ là trường )(MF  không xoáy   

),0)(F( VMMrot ∈∀= . 

2.  Hoàn lưu của trường )(MF  theo mọi chu tuyến kín, trơn từng khúc trong V đều bằng 0 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=∫

L

rdF 0. . 

Ví dụ 1 : Chứng tỏ rằng trường lực hấp dẫn tạo bởi trái đất tác động lên vệ tinh là trường 
thế và tìm hàm thế của nó. 

Giải :  Theo định luật Newton, trường lực hấp dẫn sẽ là : 

  r
r

mMzyxF 3
.),,( γ−=  
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trong đó M là khối lượng trái đất, m là khối lượng vệ tinh.γ  là hệ số hấp dẫn, P(x, y, z) là vị trí 
của vệ tinh, còn gốc toạ độ coi là vị trí trái đất. Ta có : 

  3rotF 0, P(x, y, z) \{0,0,0}= ∀ ∈  (xem ví dụ 14 chương 3) 

Vậy trường lực hấp dẫn là trường thế. Hàm thế tính theo công thức (3.40) : 

  0 0

0

0 32 2 2 2

0 0

( ) ( )
( )

1         ( ) ( ) ( )

M M M M

M M

xdy ydy zdzu P F d r u M Mm
x y z

MmMm d u M u M
r r

γ

γγ

→ → + +
= + = −

+ +

= + = +

∫ ∫

∫
 

trong đó các điểm 0P ,P  không trùng gốc toạ độ. 

4.3.2. Trường ống 

a. Định nghĩa : Trường véctơ )(MF  gọi là trường ống nếu VMMFdiv ∈∀= ,0)(  hay : 

     0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

      (4.11) 

Ta gọi ống dòng của trường véctơ là phần không gian trong V tạo bởi các đường dòng tựa 
trên biên của một mặt cong S nào đó trong trường. Bản thân mặt S cũng như các thiết diện ngang 
của ống gọi là thiết diện của ống dòng. 

b. Tính chất : Từ công thức Gauss – Ostrogradski ta suy ra các tính chất sau đây của 
trường ống : 

* Thông lượng của trường ống qua mặt cong kín S bất kỳ trong trường đều bằng không.     

Thật vậy, 0. ===Φ ∫∫∫∫∫
Ω

dxdydzFdivSdF
S

. 

* Nếu V là đơn liên thì thông lượng của trường ống qua mặt S có biên L trong trường chỉ 
phụ thuộc vào biên L mà không phụ thuộc vào mặt S. Thật vậy, giả sử 1S  và 2S  là hai mặt cùng 
căng bởi biên L. Gọi Ω  là miền giới hạn bởi hai mặt này thì : 

  ∫∫∫∫∫∫∫ −==
Ω 21

..0
SS

SdFSdFdxdydzFdiv  

 Suy ra   ∫∫∫∫ =
21 SS

SdFSdF . 

* Thông lượng qua mọi thiết diện của một ống dòng trong trường ống đều bằng không. 

Thật vậy, giả sử 1S  và 2S  là hai thiết diện của ống dòng (H.4.1). Gọi xqS  là mặt xung 

quanh của ống dòng giữa 1S  và 2S  và Ω  là vật thể giới hạn bởi 21,, SSSxq . 
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n
2n

1n
2S

1S

H.4.1

F

 

Theo tính chất 1, ta có : ∫∫∫∫∫∫ ++=
xqSSS

dSnFdSnFdSnF ......0
21

.   

ở đây n  định hướng ra phía ngoài của Ω . 

Theo định nghĩa của đường dòng, nên trên biên xqS  thì 0. =nF . Mặt khác, trên biên 1S  

thì 1n  ngược hướng với n , tức là  1.. nFnF −= . 

Còn trên biên 2S  thì 2n  cùng hướng với n . 

Từ đó suy ra :  ∫∫∫∫ +−=
21

21 ..0
SS

dSnFdSnF . 

Hay là : ∫∫∫∫ =
21 SS

SdFSdF . 

Dễ dàng kiểm tra thấy được trường hấp dẫn (ví dụ 1) hay điện trường (ví dụ 14 chương 3) 
đều là các trường ống và trường thế trừ gốc toạ độ. Do đó thông lượng qua mọi mặt cong kín 
không bao gốc toạ độ đều bằng 0. 

Ví dụ 2 : Tìm thông lượng của điện trường sinh ra bởi điện tích q đặt ở gốc toạ độ qua phía 
ngoài mặt cong kín S bất kỳ bao gốc toạ độ. 

                                                  

n

n

RS

S

 
Giải : Từ ví dụ 14 chương 3 ta có điện trường : 

    3.
r
rqE =  
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và thông lượng qua mặt cầu bán kính R là q..4π  nghĩa là không phụ thuộc bán kính R. Giả sử S là 

mặt cong kín nào đó bao gốc toạ độ. Gọi RS  là mặt cầu tâm ở gốc toạ độ và bán kính R đủ lớn 

sao cho RS  bao cả S (H.4.2). Gọi Ω  miền giới hạn bởi S và SR. Khi đó : 

  0.. == ∫∫∫∫∫∫
Ω∪

dxdydzEdivdSnE
RSS

 

Suy ra ∫∫∫∫ −=
SS

dSnEdSnE
R

.... , trong đó véctơ n  của S hướng vào gốc toạ độ. Vậy thông 

lượng qua phía ngoài mặt cong S chính bằng thông lượng qua phía ngoài mặt cầu RS  và bằng 
q..4π   

4.3.3. Trường điều hoà 

a. Định nghĩa :  Trường véctơ )(MF gọi là trường điều hoà nếu nó vừa là trường ống vừa 
là trường thế, tức là : 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0

0F

Fdiv

rot
      (4.12) 

b. Tính chất : Hàm thế )(Mu  của trường điều hoà )(MF  là hàm điều hoà, nói cách khác 
hàm thế )(Mu thoả mãn phương trình Laplace : 0=Δu  

Hay   02

2

2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

z
u

y
u

x
u        (4.13) 

Thật vậy, )(MF là trường thế nên hàm thế u thoả mãn R
z
uQ

y
uP

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ ,, . 

Mặt khác )(MF  là trường ống nên 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P . 

Do đó             02

2

2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

z
u

y
u

x
u . 

Theo định nghĩa thì trường hấp dẫn và điện trường là các trường điều hoà trong miền V 

không chứa gốc toạ độ. Hàm thế của trường đó có dạng 2
1 C

r
C

+ . Trong đó 21,CC  là các hằng 

số. Các ví dụ sau sẽ chỉ ra các hàm điều hoà tổng quát hơn. 

Ví dụ 3.  Chứng minh hàm số : 

 2 2 21
2 0 0 0

Cu(M) C , r (x x ) (y y ) (z z ) ,
r

= + = − + − + −   1 2C ,C là các hằng số tuỳ ý 

           là hàm điều hoà trong mọi miền V  không chứa điểm ),,( 0000 zyxM . 

Giải : Ta chứng minh hàm )(Mu  thoả mãn phương trình Laplace (4.13). 
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Thật vậy 3
0

12

'
1

r
xx

C
r

rC
x
u x −

−=−=
∂
∂

 

     5

2
0

2

12

2 )(3
r

xxr
C

x
u −−

−=
∂

∂
  

Tương tự :      

                           

5

2
0

2

12

2

5

2
0

2

12

2

)(3

)(3

r
zzr

C
z
u

r
yyrC

y
u

−−
−=

∂
∂

−−
−=

∂
∂

 

Do đó : 
[ ]

0
)()()(33

5

2
0

2
0

2
0

2

1 =
−+−+−−

−=Δ
r

zzyyxxr
Cu  

Tương tự kiểm tra thấy rằng hàm 2
0

2
0 )()(,1ln),( yyxxr

r
yxu −+−==  là hàm điều 

hoà trong mọi miền phẳng D không chứa điểm ),( 000 yxM , tức là hàm u đã cho thoả mãn 

phương trình Laplace trong mặt phẳng : 

   02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

=Δ
y
u

x
uu  

4.4. Hệ tọa độ cong trực giao 

4.4.1..Định nghĩa:  

Mỗi một điểm M trong không gian thực được xác định bởi một bộ 3 số sắp thứ tự 
),,( 321 uuu và ngược lại, được kí hiệu M ),,( 321 uuu . Các số  321 ,, uuu  gọi chung là toạ độ cong 

của điểm M. Các mặt cong lần lượt có phương trình: ,101 uu =  ,202 uu =  303 uu = ,   

( 302010 ,, uuu là các hằng số) gọi là các mặt toạ độ trong hệ toạ độ cong. Giao của các mặt toạ độ 

gọi là các đường toạ độ. Nếu các đường toạ độ trực giao từng đôi thì hệ toạ độ cong được gọi là 
hệ toạ độ cong trực giao. Như vậy hệ toạ độ đề các, hệ toạ độ trụ (xem mục 2.4.2.), hệ toạ độ cầu 
(xem mục 2.4.3.) là các hệ toạ độ trực giao (H.4.3, H 4.4) 
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θ

ϕ

1k
2k

3k

ϕ

1k
2k

3k

 
 

4.4.2. Liên hệ giữa tọa độ đề các và tọa độ cong trực giao 

Mối liên hệ giữa các tọa độ được cho bởi hệ phương trình: 

                       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

),,(
),,(
),,(

321

321

321

uuuzz
uuuyy
uuuxx

                                                                        (4.14) 

Các đường tọa độ 321 ,, lll  cho bởi hệ phương trình: 

                        
⎩
⎨
⎧

=
=

0

0

),,(
),,(

jj

ii

uzyxu
uzyxu

,    .)3,2,1,( =ji  và  ji ≠ .                              (4.15) 

Các véctơ đơn vị của các đường tọa độ tại điểm M là  
→→→

321 ,, kkk (H 4.5), chúng thoả mãn:          

. khi  ,0 jikk ji ≠=
→→

 

Đặt  .3,2,1,
)()()(

1

222

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= i

z
u

y
u

x
u

h
iii

i  Người ta đã chứng minh được những công 

thức sau đây, cho mối liên hệ giữa toạ độ đề các và toạ độ cong. 

             ),,(),,( 332211 duhduhduhdzdydxrd ==
→

       

          ),,(),,( 212113133232 duduhhduduhhduduhhdzdydxSd ==
→

                      (4.15)       

             321321 dududuhhhdxdydzdV ==   

Trong toạ độ cầu  ),,( θϕr , ta có: θsin,,1 321 rhrhh === . 
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Trong toạ độ trụ  ),,( zr ϕ , ta có: 1,,1 321 === hrhh . 

4.4.3.Các đặc trưng của trường trong hệ toạ độ cong trực giao 

a. )u,u,u(GradU 321  

Công thức tổng quát:  .111
3

33

2

22

1

11

→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= k
u
U

h
k

u
U

h
k

u
U

h
gradU                           

Trong toạ độ cầu cho ),,( θϕrU , ta có: 

.
sin
11

321

→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= kU
r

kU
r

k
r
UgradU

ϕϕθ
      (4.16)  

Trong toạ độ trụ cho ),,( zrU ϕ , ta có: .1
321

→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= k
z
UkU

r
k

r
UgradU

ϕ
  (4.17)    

b. )u,u,u(FDiv 321

→

 

Công thức tổng quát:  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→

)()()(1
213

3
132

2
321

1321
hhF

u
hhF

u
hhF

uhhh
Fdiv  

Trong toạ độ cầu  ),,( θϕr , cho ),,( ϕθ FFFF r=
→

, ta có: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→

)()sin()sin(
sin
1 2

2 rFrFrF
rr

Fdiv r ϕθ ϕ
θ

θ
θ

θ
                           (4.18) 

Trong toạ độ trụ  ),,( zr ϕ , cho ),,( zr FFFF ϕ=
→

, ta có: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→

)()()(1 rF
z

FrF
rr

Fdiv zr ϕϕ
                                                            (4.19) 

c. )u,u,u(FRot 321

→

   

     Công thức tổng quát:  

 

    

332211
321

21

3

13

2

32

1

F

FhFhFh
uuu

hh
k

hh
k

hh
k

rot
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

→→→

→
                    (4.20)     

Trong toạ độ cầu ),,( θϕr , cho ),,( ϕθ FFFF r=
→

, ta có: 
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+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

=

→
→

)()sin(
sin2

1 rFrF
r

kFrot θϕ ϕ
θ

θθ
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

→

)sin()(
sin

2 θ
ϕθ ϕ rF

r
F

r
k

r  

              + ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−
∂
∂

→

)()(3
rFrF

rr
k

θθ                                                                         (4.21)   

  

Trong toạ độ trụ  ),,( zr ϕ , cho ),,( zr FFFF ϕ=
→

, ta có: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

=

→
→

)()(1 rF
z

F
r
kFrot z ϕϕ

+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−
∂
∂→

)()(2 zr F
r

F
z

k +   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

+

→

)()(3
rFrF

rr
k

ϕϕ    

                                                                                                                                     (4.22)  

d.  Biểu diễn UΔ  

  Công thức tổng quát:   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=Δ )()()(1

33

21

322

13

211

32

1321 u
U

h
hh

uu
U

h
hh

uu
U

h
hh

uhhh
U  

Trong toạ độ cầu cho ),,( θϕrU , ta có: 

 

                    (4.23) 
 

Trong toạ độ trụ cho ( , , )U r zϕ , ta có: 

.11
2

2

2

2

22

2

z
UU

rr
U

rr
UU

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=Δ
ϕ

                                                                    (4.24) 

Ví dụ 4.  Cho hàm số )sin(cos θθ += rU , trong đó r là khoảng cách từ gốc toạ độ O đến 

điểm M, còn θ  là góc giữa  
→

OM và trục Oz. 

a. Tính gradU 

b. Xác định véctơ đơn vị  0n  của mặt phẳng ConstU =  tại điểm có .
3
π

θ =  

Giải:   
a. Theo giả thiết, hàm số U có các đối số là các toạ độ cầu. 
Thay U vào công thức (4.16), ta  nhận được 

                            21 )sin(cos)sin(cos
→→

−++= kkgradU θθθθ   

2

2

222

2

22

2

sin
1cos12

ϕθθ
θ

θ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=Δ
U

r
U

r
U

rr
U

rr
UU
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b.  Ta có //on
→

gradU, theo trên ,2=gradU thay 
3
πθ =  vào công thức trên suy ra:        

1 20
1n (1 3) k (1 3) k .

2 2

→ → →
= + + −            

Ví dụ 5: Tìm hằng số k để trường véctơ cho trong hệ toạ độ cầu 
→→

= rrF k có thông lượng 
bảo toàn (trường ống). 

Giải:  Biểu diễn    )0,0,( 1+
→→
== kk rrrF , theo công thức (4.18) nhận được:     

 ,0)3()sin(
sin
1 3

2 =+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

= +
→

kk rkr
rr

Fdiv θ
θ

 suy ra  3−=k . 

Ví dụ 6: Chứng minh trường véctơ cho trong hệ toạ độ cầu 
→→

= rrF k  là trường thế với mọi 
số k. 

Giải: Biểu diễn )0,0,( 1+
→→
== kk rrrF , theo công thức (4.21) nhận được    

=
→
Frot −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂ +

→

)(
sin

12 kr
r

k
ϕθ

0)( 13 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂ +

→
kr

r
k

θ
, với mọi k. Vậy trường véctơ đã cho là 

trường thế.                                                                    
 

Ví dụ 7.  Biết 0=Δu   và  )( 22 yxuu += .  Tìm dạng tổng quát của hàm u .       

Giải : Rõ ràng hàm u được cho trong toạ độ trụ. Theo công thức (4.24), ta có  

                       0)(11
2

2

==+=Δ
dr
dur

dr
d

rdr
du

rdr
udu  

Suy ra    .ln,, 2111 CrCu
r
drCduC

dr
dur +=⇒=⇒=  

                         ( ,, 21 CC là các hằng số tuỳ ý) 

Ví dụ 8.  Biết 0=Δu   và  )( 222 zyxuu ++= .  Tìm dạng tổng quát của hàm u        

 Giải  :Rõ ràng hàm u được cho trong toạ độ cầu. Theo công thức (4.23), ta có  

                       0)(12 2
22

2

==+=Δ
dr
dur

dr
d

rdr
du

rdr
udu  

          Suy ra    ra    .1,, 21211
2 C

r
Cu

r
drCduC

dr
dur +−=⇒=⇒=  

                         ( ,, 21 CC là các hằng số tuỳ ý) 



 

 

 

 

 

 

 

Chương 4. Lý thuyết trường 

 114

TÓM TẮT CHƯƠNG 4 

•  Phương trình mặt đẳng trị :        Czyxu =),,( , C là hằng số     

•  Građiên tại điểm (x,y,z).            Ω∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ),,(,,,),,( zyx
x
u

y
u

x
uzyxgradu   

•  Phương trình đường dòng : 

                                                        
),,(

)('
),,(

)('
),,(

)('
zyxR

tz
zyxQ

ty
zyxP

tx
==  

•  Thông lượng của trường véc tơ  ( , , )F P Q R
→

 qua mặt cong S : 

                                                  ∫∫∫∫∫∫ =++==Φ
SSS

SdFRdxdyQdzdxPdydzdSnF ...  

•  Độ phân kỳ của trường véc tơ  ( , , )F P Q R
→

tại điểm (x,y,z): 

 
z
R

y
Q

x
PzyxFdiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=),,(  

•  Hoàn lưu của trường véc tơ  ( , , )F P Q R
→

dọc theo đường cong L : 

.
L L

C Pdx Qdy Rdz F d r
→ →

= + + =∫ ∫   

•Rôta của trường véc tơ  ( , , )F P Q R
→

 tại điểm (x,y,z).                                                                              

 

R Q P R Q ProtF .i .j .k
y z z x x y

i j k

        
x y z

P Q R

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
=
∂ ∂ ∂

 

• Trường thế : ( )F M là trường thế nếu : 

( ) : ( ) ( ),u M F M gradu M M V∃ = ∀ ∈  hay     F( ) 0,rot M M V= ∀ ∈ . 

• Trường ống :  ( )F M là trường ống nếu : 

 VMMFdiv ∈∀= ,0)(  

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

 



 

 

 

 

 

 

 

Chương 4. Lý thuyết trường 

 115

• Trường điều hoà :   ( )F M là trường điều hoà nếu         
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0

0F

Fdiv

rot
  

• Phương trình Laplace :            02

2

2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

z
u

y
u

x
u    

 Nghiệm của phương trình Laplace gọi là hàm điều hoà. 

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG 4. 

4.1. Các mặt mức của một trường vô hướng không giao nhau. 
     Đúng                              Sai   

4.2. ( , , )gradu x y z là một véc tơ. 

     Đúng                              Sai  

4.3. ( , , )divF x y z là một véc tơ. 

    Đúng                               Sai  

4.4. ( , , )rotF x y z là một véc tơ. 

      Đúng                              Sai  
4.5. Trường thế là một trường vô hướng có gradu = 0. 

     Đúng                              Sai  
4.6. Trường thế là một trường không xoáy và ngược lại  

     Đúng                              Sai  
4.7 Trường điều hoà là trường vô hướng u mà u thoả mãn phương trình Laplace. 

     Đúng                              Sai  
4.8.  Chứng minh các công thức 

   a.  FudivFgraduFudiv += .)(  

   b.  [ ] FrotGGrotFFGdiv −=,  

   c.  [ ] FurotFgraduFurot += ,)(  

4.9.  Cho 
yx

xu
+

= arcsin . Tính góc giữa gradu tại điểm (1,1) và (3,4). 

4.10.  Cho ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

y
xu 1ln . Xác định điểm tại đó ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

9
16,1gradu  

4.11.  Tìm thông lượng của các trường véc tơ sau: 

     a.  kzxjyzixyF ++=  qua phần của mặt cầu 0,0,0,2222 ≥≥≥=++ zyxRzyx  
hướng   ra ngoài. 

     b.  kzjyixF 333 ++=  qua mặt cầu xzyx =++ 222  hướng ra ngoài. 
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     c.  kzjyixF ++=  qua mặt 0,1 22 ≥+−= zyxz  hướng lên trên. 

4.12.  Tính lưu số của trường kyxjxzizyF )()()( +++++=  dọc theo cung tròn nhỏ 

nhất của đường tròn lớn của mặt cầu 25222 =++ zyx  nối các điểm M(3,4,0) và N(0,0,5). 

4.13.Tính dzzyxyzdyxdxzxy
L

)2(22 2222 −++∫ ,                                                                                

L  có phương trình tztytx sin
2
1,sin

2
3,cos ===  hướng theo chiều tăng của t. 

4.14.  Chứng minh rằng các trường vectơ sau đây là những trường thế, tìm hàm thế vị của 
chúng. 

    a.  j
yx

eiyx
yx

eF
x

x

+
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+
=

−
− )ln(1

 

    b.  kyxzxyjxzyzxizyxyzF )2()2()2( ++++++++=  

    c.  kyxjxzizyF )()()( +++++=  

4.15.  Cho u và v là các hàm điều hoà. Chứng minh trường véc tơ vgraduugradv −  là 
trường  ống. 
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CHƯƠNG 5. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 

GIỚI THIỆU 

Cũng như phép tính đạo hàm và vi phân, phương trình vi phân (PTVP) có tầm quan trọng 
rất lớn và có ứng dụng rộng rãi trong mọi lĩnh vực khoa học kỹ thuật và kinh tế. Cụ thể là nhiều 
bài toán kinh tế, kỹ thuật điện tử, y học,... đều dẫn đến phương trình vi phân. Trong toán học, 
phương trình vi phân là một chuyên ngành rất phát triển. Chương này cung cấp những kiến thức 
cơ bản về phương trình vi phân thường ( gọi vắn tắt là phương trình vi phân). Để học tốt chương 
này, yêu cầu người học phải nhận dạng đươc từng loại phương trình vi phân, qua đó mới có thể 
tích phân được (tìm được nghiệm), bởi vì không có một phương pháp chung nào để giải phương 
trình vi phân. Giải PTVP là một quá trình tính tích phân, vì thế yêu cầu người học phải thông thạo 
phép tính tích phân và vi phân, đó là  nội dung cốt lõi của toán học cao cấp. 

Một PTVP là một phương trình có dạng 0),...,',,( )( =nyyyxF  hay 

0),...,,,,( )(
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2
=n

n

dx
yd

dx
yd

dx
dyyxF  trong đó x là biến số độc lập, )(xyy =  là hàm số phải tìm, 

)(,...,'',' nyyy  là các đạo hàm của hàm số phải tìm, (trong PTVP nhất thiết phải có mặt ít nhất 
đạo hàm cấp k nào đó của hàm phải tìm).  Cấp cao nhất của đạo hàm của hàm số y phải tìm có 
mặt trong PTVP được gọi là cấp của PTVP, chẳng hạn: 

    0' =+xy  (PTVP cấp 1) 

    0)'(" 2 =+ yy  (PTVP cấp 2) 

Hàm số )(xyy =  là một nghiệm của PTVP nếu như nó thoả mãn phương trình tức là 
thay nó vào phương trình sẽ nhận được đồng nhất thức. Chẳng hạn với phương trình xy ='  ta 

có nghiệm 
2

2xy = , thậm chí Cxy +=
2

2
 trong đó C là hằng số tuỳ ý. 

Giải hay tích phân một PTVP là tìm tất cả các nghiệm của nó. Về mặt hình học, mỗi 
nghiệm của PTVP là một đường cong (đồ thị của nghiệm), vì thế người ta gọi đường cong đó 
là đường cong tích phân của PTVP. 

PTVP được gọi là tuyến tính cấp n nếu hàm số F là bậc nhất đối với )(,...,', nyyy , tức là 
phương trình có dạng: 

   )()(')(...)( 1
)1(

1
)( xfyxayxayxay nn

nn =++++ −
−  

trong đó )(),(),...,(1 xfxaxa n là các hàm số cho trước.  

Nếu 0)( ≡xf  thì người ta gọi là phương trình tuyến tính cấp n thuần nhất. 

Nếu 0)( ≠xf  thì người ta gọi là phương trình tuyến tính cấp n không thuần nhất. 



 

 

 

 

 

 

 

Chương 5. Phương trình vi phân 

                                                          127

Trong chương này cần nắm vững các nội dung chính sau đây: 
1. Các phương trình vi phân cấp một thường gặp. 
Cần phân biệt được từng dạng phương trình vi phân và phương pháp tích phân tương 

ứng với tùng dạng. 
2. Các tính chất của PTVP tuyến tính cấp hai. 
Từ các tính chất của PTVP tuyến tính có thể tích phân được khi đã biết một nghiệm của 

PTVP tuyến tính thuần nhất tương ứng, hoặc hai nghiệm riêng của phương trình không thuần 
nhất đã cho, đặc biệt là khai thác nguyên lí chồng chất nghiệm. 

3. Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai có hệ số hằng số. 
Bên cạnh phương pháp biến thiên hằng số Lagrange, cần nhận biết dạng hàm đặc biệt ở 

vế phải để tích phân PTVP bằng phương pháp hệ số bất định.Vận dụng, có thể giải PTVP 
tuyến tính có hệ số hằng số cấp n. 

NỘI DUNG 

5.1. Phương trình vi phân cấp 1 

Trước hết ta xét một bài toán hình học dẫn đến PTVP. Hãy tìm phương trình đường cong L 
))(( xyy = có tính chất: mỗi đoạn của tiếp tuyến với đuờng cong C nằm giữa hai trục toạ độ đều 

bị tiếp điểm chia thành hai phần bằng nhau. 

                                                    

),( yxM

α

L

 
Giả sử LyxM ∈),( , khi đó hệ số góc tiếp tuyến với đường cong tại M là: 

   
PA
ytgxy −== α)('  (xem H.5.1) 

Do M là trung điểm của AB nên xPAOP == , suy ra 
x
yy −=' . 
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Như vậy hàm số phải tìm thoả mãn PTVP cấp 1. Sau này chúng ta sẽ có cách giải phương 

trình trên, nhưng trước hết ta có thể thử lại rằng hàm số 
x
Cy =  thoả mãn phương trình với C là 

hằng số tuỳ ý. Tóm lại, họ các đường hyperbol có tính chất đã đặt ra. 

5.1.1. Các khái niệm cơ bản 

Dạng tổng quát của PTVP cấp 1: 

   0)',,( =yyxF  hay 0),,( =
dx
dyyxF     (5.1) 

Nếu từ (5.1) giải ra được y’ thì ta có PTVP cấp 1 đã giải ra đối với đạo hàm: 

   ),(' yxfy =        (5.2)  

A. Định lý tồn tại duy nhất nghiệm Cauchy-Peano 

Cho phương trình (5.2): ),(' yxfy =  và Dyx ∈),( 00                  (5.3) 

Định lý 5.1. Nếu f(x,y) liên tục trên miền D trong mặt phẳng Oxy thì tồn tại nghiệm: 

)(xyy =  trong lân cận 0x  thoả mãn )( 00 xyy = . Ngoài ra nếu ),( yx
y
f
∂
∂

 cũng liên tục trên miền 

D thì nghiệm tìm được là duy nhất. 

Bài toán tìm nghiệm của PTVP thoả mãn điều kiện (5.3) gọi là bài toán Cauchy. Điều kiện 
(5.3) gọi là điều kiện ban đầu. 

B. Nghiệm tổng quát, tích phân tổng quát 
Ta gọi nghiệm tổng quát của PTVP cấp 1 là hàm số                                                        

                     ),( Cxy ϕ=                                                                                       (5.4) 

trong đó C là hằng số tuỳ ý, thoả mãn các điều kiện sau: 

a. Thoả mãn PTVP với mọi hằng số C. 

b. Có thể tìm một giá trị 0CC =  sao cho ),( 0Cxy ϕ= thoả mãn điều kiện ban đầu 

),()( 0000 Cxxyy ϕ== với ),( 00 yx thoả mãn định lý tồn tại và duy nhất nghiệm. 

Nghiệm tổng quát cho dưới dạng ẩn: 

   0),,( =Φ Cyx        (5.5) 

Hệ thức này gọi là tích phân tổng quát của PTVP cấp 1. Về mặt hình học, nghiệm tổng quát 
hay tích phân tổng quát xác định một họ đường cong trong mặt phẳng không cắt nhau gọi là các 
đường cong tích phân của PTVP cấp 1.  

C. Nghiệm riêng, tích phân riêng 

Hàm số ),( 0Cxy ϕ= gọi là một nghiệm riêng của PTVP, tức là được suy ra từ nghiệm tổng 

quát (5.4) với hằng số C xác định 0CC = . Tương tự ta có một tích phân riêng của PTVP  

   0),,( 0 =Φ Cx ϕ   
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Chú ý:  PTVP còn có các nghiệm khác nữa, không thể nhận được từ nghiệm tổng quát, 
được gọi là nghiệm kỳ dị. 

5.1.2. Các PTVP cấp một thường gặp 

A. Phương trình với biến số phân li 
a. Định nghĩa: Phương trình với biến số phân li (phương trình tách biến) là PTVP có dạng: 

   0)()( 21 =+ dyyfdxxf       (5.6) 

Chẳng hạn:  0
11 22

2
=

+
+

+ y
ydy

x
dxx  là phương trình với biến số phân li. 

b. Phương pháp tích phân 
Phương trình (5.6) có dạng: 

  dxxyyfdyyfdxxf )(')()()( 221 −=−=  

Lấy tích phân hai vế ta có : 

  CdyyfCdxyyfdxxf +−=+−= ∫∫∫ )()()( 2
,

21  

Vậy     Cdyyfdxxf =+ ∫∫ )()( 21       (5.7) 

Đó là tích phân tổng quát của (5.6) 

Chú ý : Phương trình dạng : 0)()()()( 2211 =+ dyyNxMdxyNxM  có thể đưa về dạng 

tách biến. Thật vậy, nếu 0)(2 ≠xM  và 0)(N1 ≠y  thì chia hai về của phương trình cho 

)().( 12 yNxM  sẽ được : 

   0
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1 =+ dy
yN
yNdx

xM
xM

 

Đó là phương trình với biến số phân li. 

Nếu 0)(2 =xM  tại ax =  hoặc 0)(1 =yN tại by =  thì bằng cách thay trực tiếp nhận 
được ax =  hoặc by =  là nghiệm. 

Ví dụ 1 : Tìm tích phân tổng quát của phương trình : 

  0)2)(1()1( 43 =−−++ dyyxdxyx  

Giải : Với 01 ≠+y và 014 ≠−x  ta có : 

  0
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Tích phân tổng quát là : 
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